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Qué es mayor 101™ 0 100™ + 99™? (siendo n un niimero entero positivo)

Solucion: en este ejercicio vamos a determinar cudl de los dos términos es mayor si
101™ o la suma de 100™ + 99™. Al trabajar con el parametro n, se tiene que analizar si
uno de los términos es siempre mayor que el otro, o si por el contrario, esta condicion

varia en funcion del valor que tome n.

101" 0 99™ + 100™ ? Para resolver el problema, partimos del siguiente cociente y

decidiremos en funcidn de si este es mayor o menor que uno:

101™ — 99"

Toom > 1, entonces 101™ es mayor que 100™ + 99" — desigualdad(a)

101™ —99™

100" < 1,entonces 101" es menor que 100™ + 99" — desigualdad(b)

La expresion anterior también se puede escribir de la siguiente manera:

101" —99™ (100 + 1)™ — (100 — 1)"
100" 1007

Ahora, aplicando la férmula del binomio de Newton:

n
1

n

(@b =(f)am £ (7) @b+ (G) a2 £t ()7

Podemos calcular la expresion anterior restando ambos términos:
n n n n
+ 1" = n n-1 n-212 4 ... n
(100 + 1) = (0) 100 +(1) 100 .1+(2) 100™7#1% + +(n)1

— 100 - 1" = (7) 100" - () 100721 - (7) 1007212 — o — () 1

101" — 99n = 2. [(Tll) 100711 + (Z) 10072 ...

Recordemos que:

m m!
(n) - (n—m)!'n!

Luego la expresion anterior queda:

n nn-1mn-2) B
2<100+ 31100 +> =
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Queda claro que este término sera mayor que uno cuando n sea mayor o igual que 50.

De hecho también lo es para 49, tal y como se muestra a continuacion.

49  49(49-1)(49-2) ) 5 ( 49 18424) ( 49 1002> _

=49)=2(—+ ——t T e
)(n ) <100 311003 100 ' 1003 100 ' 1003

Se demuestra de esta forma que 101" es mayor que la suma de 100™ + 99" cuando
n>49 (desigualdad a). Ahora y para dar una solucién rigurosa al enunciado, solo falta
demostrar que sucede lo contrario para n menores que 49. Para ello veamos que ocurre

con n=48.

48 48.47.46 48.47.46.45.44 48.47.46.45.44.43.42
; ; ¥ 2)=69
100 3!'1003 5!1005 711007

() =48) =

El objetivo es ahora calcular la suma anterior, o al menos acotarla. Podemos convertirla

en una progresion geométrica considerando que:
n

k2 (,).k!
k

Utilizando esta desigualdad:

48 483 48° 487
(%) < 2 =

+ + +
100 ' (1.2.3).1003 ' (1.2.3)(2.3).1003 ' (1.2.3)(2.3).1005

,[48 +1(48)3+ 1 (48>5+

= [ — —(— coo | = (%%

100  61\100 62\100 S

Gracias a la forma en la que hemos escrito este término, se comprueba que se trata de

—) . Recordemos que la formula que se
6 \100

utiliza para calcular la suma de los infinitos los términos de una serie de razén inferior

2
. oo . 1(48
una progresion geométrica de razon r = —(

a la unidad se obtiene utilizando la siguiente férmula:

Luego la suma anterior queda acotada en 1 (desigualdad b):

48
() = 2 100 :9600<1
1/748\% 9616
1 -5 (100)

De esta forma llegamos a la conclusion de que:

100™ +99™ > 101" si n < 49 mientras que 101" es mayor paran > 49



